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Tabla de integrales inmediatas

Inmediatas Cuasi inmediatas
] _ Xn+1 ] ' _ fn+1( )
[x dx=——+k [£00-f(dx = — <k
I%dx=|n|x| + k jf() x = In|f(x)|+k
[exdx=e*+k [e®f (x)dx = e™® +k
X f(x)
j a*dx = I?]a +k Iaf‘X)f (x)dx = i +k
J.senxdx =-cosx+k I sen(f(x))f' (x)dx = -cos(f(x)) + k
_|. cosxdx = senx +k I cos(f(x))f' (x)dx = sen(f(x)) + k
f'(x) :

j o Ix= [ 1+ tg?x)dx = tgx +k [ cosaion) [ (1+ tg2(f)F ()dx = tg(f(x)) + k
j dx = [ (1+ cotgzx)dx = ctgx+k | L [ 1+ ctgr(f(x)F ()dx = -ctg(f(x)) +k

sen2x sen2(f(x))
f ! dx = arcsenx +k I o9 dx = arcsen(f(x)) + k

J1-x2 J1-2(x)
J 77 dx = arctox+k [ 1f g()x) dx = arctg(f(x)) +k

Propiedades y métodos de calcular

De la suma/resta: La integral de la suma es la suma de las integrales: _[(f +g)(x)dx = _[f(x)dx + jg(x)dx
Ejemplo: f(sen(2x)+ x2)dx = fsenxdx + szdx =-cosx + Z_ 3 +C

De la constante: La integral de una constante por una funcion es la constante por la integral de la funcidn.
Ejemplo: I3-senxdx = 3~jsenxdx = 3:(-cosx) + k = -3cosx + C

De la multiplicacidn: No hay. — Intentar que un factor sea la derivada del otro por cambio de variable si no, hacer
por el método por partes:

t?2 _ (sinx)?

Ejemplos: [x?-2xdx=[t-dt=x*+C ; [sinx-cosxdx= [tdt= —= +k
De la divisién: No hay. — Intentar que el numeador sea la derivada del denominador, para aplicar Ln. Si no, hacer
por el método cambio variable o método racionales.

sinx _ J- —sinx

Ejemplo: [tanx dx = [——dx=

cosx

=1In|cosx| + C
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Tabla de integrales inmediatas con ejemplos

TIPOS EJEMPLOS
Tipo potencaiall : %+1 x% 2\/?
J.Xad)(_x J.\/>dx '[X dX_/_}_i:?:T

a+l 2 2
Tipo logaritmico

' dx=L@+¢e")

jdex=L|f| I1+ex
Tipo exponencial j e’zxdx=i_|. (—2)e’2xdx:—£e’zx
I fref dx=e' -2 2

45"
5%.9%dx=|45"dx =
[ fratdx="" J J L45
La

Tipo coseno

I senxdx=—cosx j sengdx:3j' %.sengdx:%cos%

J' f'senf.dx=—-cos f

Tipo seno
jcosx = senx j cos(2x+5)dx:%.|' 2.c0s(2x +5)dx = sen(2x +5)
I f'.cos f.dx = senf
Tipo tangente J'tg2 xdx = J.(lthg2 X —1)dx =tg X — X
I dx =tgx
s [ X b A Dyge g
| dx =tgf cos?(5x*—3) 10° cos?(5x*—3) 10
cos’ f
Tipo cotangente f cotgzxdx:_[ (1+ cotgzx—l)dx =—cotgx—X
J' ;—dx =—cotgx 1
SN X j— = j dx = —=cotg3x?
J- f q sen® 3x* sen’ 3x 6
———dx=—cotgf
sen”f
Tipo arcsenx (= —arc cosx) 1
= —arcsenx

dx = arc senx Iﬂ _I\/lT
_C  dx=[—=— dx= .
dx=arcsenf .[\/1_7 X I\/l—(T)z X=arcsene

=
N
I\/ﬁ

Tipo arco tang.(= -arc cotang.) I 1 B 1J. dx 1 arctgx
I > dx = arctgx 3+3x° 1+Xx 3
1+x 1 1 1; 3 1
f’ I > =I 5 dx=f_|‘72dx=—arctg(3x)
Il = dx = arctgf 1+9x 1+ (3x) 371+ (3x) 3
+
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METODOS DE INTEGRACION
0. INTEGRALES CUASI INMEDIATAS:

Pueden calcularse a partir de la tabla de integrales; generalmente se ha de ajustar una constante para que un
factor resulte ser la derivada de una funcién que aparece en el integrando. (una dentro de otra; regla cadena)

sen\/;

Ejemplo 1: En la integral I x dx, el numerador es una funcion compuesta de las funciones senx y \/?(; la
X

1
derivada de \/; = F de manera que multiplicando y dividiendo por 2:
X

J-sen\/— Izsen\/_dx—zfsenfIdx—zjsen\/_(‘/_) dx—-2cos(\/_)+k

Si en el producto, una funcién es derivada de la otra fg(f) fldx=g(f)+k

[ sin®x - cosx dx = [(sinx)? - cosx dx = (Smx) + k — equivale al cambio: [ ¢3 - dt

Ejemplos de integrales gue se transforman en inmediatas (casi-inmediatas)

x5+ X 1

541 -4 4x*
x1/3

1 -2
f%=fx 3 = 1/—3_3\/_+k

1. J‘%dxﬂ. X°dx =

N

J' SENX—COSX J‘ CoSX—senx

dx =
SenX+Ccosx

dx = —L\sen X + cosx\
Sen X+ cosx

; — — _ -2 _ _E _ -1 _ _E 1
J4x2—4x+1dx f(2x 1)2 3f(2x D™%dx = 2 (2x-1)"" = 2 (2x—1)+k

ar csen X

5 J. dx = J' QAICSEN Xy _ g arCsen
A ﬁ
2 1 2 1
6. jsec (2x+1)dx=5_|. 2.56C" (2x-+1)dx = tg(2x+1)
7. j seczfdx=3.[ 1 sec? 5dx=3tg5
3 3 3 3
8. idx—jCOSX dx=L|senx/+C
tg x sen x
2dx 1
f1+4x2 - _f 1+(2x)2 -2 arctg 2x + k
xdx 1 2X 1
10. == dx==L(x?+1
sz +1 ZIXZ +1 2 ( )

2" 2 L2
11. I 7dx:if 7dx:iarct92x
1+ 4" L2

1+ (2%)? L2
dx 1 dx 1 4 . 3 1 . 3x
12. fm f gx—z 3x2—z-§arcsm4x+k—Zarcsm4+k
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1.- METODO DE INTEGRACION POR PARTES.

Se utiliza este método cuando en la expresion a integrar se aprecia la existencia de dos funciones sin que ninguna

de ellas sea derivada de la otra. La férmula a emplear es la siguiente: I u.dv= u.v—j v.du

Recordar frase pnemotécnica: UDiaVi = UnaVacai | Vestida DeUniforme
Una parte la tenemos que saber integrar y la otra derivar. Si hay parte polinémica, intentar que baje de grado.

Ejemplos:

1.-  [3x?-Inx dx

Elegimos 3x2 la funcién a integrar y U= Inx la funcién a derivar, Donde U se deriva y dv se integra
u = Inx = du= —dx,
X

dv = 3x? = v=x3 Aplicando la formula: j u.dv= u.v—'[ v.du :

1 x3
IBXZInXdX =x3Inx - J.;x3dx = x3.Inx - _[dex = x3:Inx - ? +C

2.- [arctgx dx

u=arctgx du = 1 de
dv=dx 1+x
V =X
Aplicando la férmula que hemos indicado anteriormente, | = X.arctgx—j X.1 5 dx
+ X
. . . 1 2X 1 )
La integral resultante es de tipo logaritmico: | = X.arCth—EJ 1o dx = X.arctgx—E L(1+x“)+C
+ X

3.- [x?-senxdx

u=x?

du = 2xdx
dv=sen xdx}

V:J senxdx=—Ccosx

I=—x?cosx +J- 2xcosxdx. (*) A veces hay que repetir la integracion por partes como en este caso:

U= 2X } du = 2dx

dv = cosxdx V= Icosxdx= senx
j 2xcosxdx = 2xsenx—J' 2senxdx=2xsenx+2cosx

Y volviendo a la expresidn (*) obtenemos el resultado final: | =—X 2 COSX +2X SenX +2CosX +C

4.- f“;—zx dx

Equivale a: | Inx - x% dx

u=Inx " du=1/x
dv=x2" v=lx2=-x' : I=uv-Jvdu= Inx--1/x -J-x2 1/xdx = %—i+c
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2.-METODO DE SUSTITUCION O CAMBIO DE VARIABLE.

Consiste en sustituir la variable x por otra variable t mediante una nueva funcién g tal que x=g(t) a fin de
transformar el integrando en otro mas sencillo.

Ejemplos:

1
1.- Ix+\/§dx

Cambiamos x por t? (para eliminar la raiz) x = t2, con lo que dx = 2tdt y la integral queda:

1 2t 2
= = = = 2
J‘x+\/;dx_-‘-t2+tdt It+1dt 2Injt+1| +k=In(t+1)2 +k.
1

Deshaciendo el cambio, t = Jx , se tiene: I dx =In( N 1)? + k.
X+ /X

1
2 '[x x—ldX

Hacemos el cambio VX —1 =t vy elevando al cuadrado, x-1 = t2
Diferenciando la igualdad anterior, dx = 2t.dt

Por otra parte, de x-1 = t2 resulta x = 1+t2

1
1+t2

Sustituyendo resulta: I 2tdt = ZI dt = 2arctgt=_2arctgvx—-1+C

#dx_j 1
X~/x—1 (L+t%)t

3.- Ixz 1+ x3dx

Hacemos el cambio ,/1+X3 —t =>1+x°3=t? = 3x 2dx = 2tdt

. 2 2tdt o
Despejamos en forma adecuada: X “dX = T y ahora sustituimos:

I X2W=I W.xzdxﬂ‘ t.tht—ZJ' tzdt:gi_@

'3 3 33 9

4.- J. 2x+1
' (X* +x+1)?

Hacemos el cambio X2 +X +1=t = (2x +1)dx =dt

Sustituyendo en la integral resulta:
-1

t
RSSO
(X +x+1) t -1t X“+X+1
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5.- Isenzxcos3 xdx

El cambio que podemos realizar es el siguiente: senx=t (Por ser impar en cosx)
De dicho cambio resulta: cosxdx=dt y sustituyendo en la integral propuesta obtenemos:

'[ sen® xcos® xdx:j sen” x.cos x.cosxdx:j t?(1-t*)dt=

3 5

s t® t> sen®x sen’x

:j (t? —tdt=— - —= - +C
3 5 3 5
[

IXA1-x
VX =t = x =t?
dx = 2tdt

1

= 2tdt=2| ——— dt=2arcsent = 2arcsen-/x
J t. 1-t? j 4/1 t?
Otros cambios:

x* 1 3 arctg x arctg x
E—dx=—.-f.n|x —2|+C - dr=———+
-2 3 1+=x

=t = 3xidx = dt
arctg x =f = - dx =di
1+=x
J‘l::-::-s(;r2 )Ex dx=sen x° +(7 ‘I‘Exgxidx ="+
2 =t= Sxdr=dt 2=t = Sxdx=di
1
J dx = Lu(Lnx)
xlnx
Inx =t = %cix=.:i.ﬁ
: 1
s N 1 P
METFOR UME:‘I— = Lrf reescribiendo j dx = | ——dx =Ln( Lux)
i xlnx Lnx
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3.- METODO DE DESCOMPOSICION EN FRACCIONES SIMPLES

Consiste en separar la funcién racional en sumas de funciones racionales. Suponemos que el grado del
numerador es menor que el grado del denominador , pues en caso contrario, se hace la divisidon y después se
integra el cociente mas el resto partido por el divisor, es decir,

I p(x) 222 dx donde el grado de p(x) es igual o mayor que el de q(x), entonces,

q(x)
p(rx) I 2(())(()) p(xX)=qg(x) -c(x)+r o bien: %=c(x)+m

Por tanto: '[ p(x) _[( (x)+ j

Ejemplos cémo se procede:

x* +x3-x2-2x+5
I dx,

x3+x2-x-1

El primer paso consiste en realizar la division para que la funcidn racional quede con numerador de grado
menor al del denominador.

x* +x%-x2-2x+5 X-5
:X-—
X3 +x2-x-1 x3+x2-x-1

, con lo que :

J-x4+x3-x2-2x+5dX:deX_J~ X-5

x3+x2-x-1

Calculando por otro lado la integral J. - 1dx

xX-5 xX-5 A B C A(X+1)2 + B(x-1)(x+1)+ C(x- 1)
x3+x2-x-1 (X-1)(x+1)2 x-1 T (x+1)2 (x-1)(x+1)2
La igualdad x -5 =A(x+ 1)+ B(x - 1)(x + 1) + C(x - 1), se verificara para cualquier valor de x;
parax=-1,-6=2C;C=3,
parax=1, -4=4A; A=-1,
parax=0, -5=A-B-C;B=1.

-5
Ix3+xx2-x-1dxz-'.x dx+ I—dx j 1)2

X+ 3 ‘
- — 4+ Kq.
x-1 x+1 !

3
=—In|x—1|+|n|x+1|—x— +ki=In

+1
Finalmente:
X-5 X2 Xx+1 3
IS—:——In + +k.
X°+x2-x-1 2 x-1 x+1
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2

dx

2 I 2x +1

Solucion:

Dado que el grado del numerador es mayor que el grado del denominador, hemos de realizar la divisién con lo

gue se obtiene el siguiente cociente y resto: C(x)=%x —% ; R=%
) 1
_[ dx:j (lx—£+ lxdx—j ldx+£_|‘ de:
2x+1 2 4 2 4 47 2x-1
2

1X 1 1
l.f xdx—l.[ dx+£_|' 2 gx=i—x +=L[2x -1+C
2 4 87 2x-1 22 4 8

1
3.- — = dx
I X? —5x+6

Solucion:
. . . U2 5+./1
Buscamos las raices del denominador resolviendo la ecuacion X © —5x +6=0g x = — =

1 1 _a b _ax-2)+b(x-3)
5x+6 (X-3)(x-2) x-3 x-2  (x-3)(x-2)

Como los denominadores son iguales los numeradaores también lo serdn, por tanto, 1=a(x-2)+b(x-3)

Y dando a X loa valores de 2y 3 se obtienen los valores de ay b: Para x=2, 1=-b Para x=3, 1=a

J;;;{;;ﬁ —JA——UX I;i—dx=LV—ﬂ—LV—4+C
X°—5X+6 X—2
3x-1
4.- I X2+de
Solucién:

En este caso la descomposicién en fracciones simples es mas sencilla:

-1 3x-1 _a. b a(x +1)+bx

x24x X(X+1) X xX+1  Xx(X+1)

X —1=a(x +1)+bx Lasraices del denominador son Oy —1:

Parax=-1,b=4
Parax=0,a=-1

[ 5 XL gy —Ig—dx+ 4——dx_—QA+4QX+ﬂ+C
X% + X X X+1
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CALCULO DE INTEGRALES

1.-Calcula las siguientes integrales:  a) Ixexdx ) J'xsen xdx ; ¢ ijxdx ;

Solucion: Todas ellas se resuelven por partes y la formula del método es: Ju.dv = u.v—_[v.du

a) | = [xe'dx.

- |l=xe"-|e*dx=xe"—-e*+C
dv=e*.dx v:j e’dx=¢e* -[
b) I:j xsen x.dx
U=X du=dx
- I:—xcosx+'[cosxdx:—xcosx+senx+C
dv =senx.dx v:jsenxdx:—cosx
c) | :.[xLxdx
du= 1 dx
U= Lx - 2 2 2 2 2
X - |=X—.LX—I X—.E.dx:X—.Lx—l.[ xdx:X—.Lx —X—+C
dv = xdx X2 2 2 X 2 2 2 4
v :dex: —
2
2.-Calcula las siguientes integrales:  a) '[xzexdx ; b) J'x2 cos3xdx

Solucién: Las dos se resuelven aplicando el método de integracion por partes dos veces:
a) szexdx
U= x> du = 2xdx
dv=e*dx| VvV =I e*dx=¢e"

Hacemos nuevamente
} V= _[ e*dx =e*

- I:xzex—j 2xe¥dx ; | =x%* =1, (*) donde I1:I2xexdx

— |, =2xe* — | 2e*dx = 2xe* —2e*
dv = e*dx ! I

Resultado final: | =x2%* —2xe* +2e* +C

b) j x? cos3xdx
) du = 2xdx
u=x }

dv = cos3xdx V= I c0s3xdx = ;J' 3cos3xdx :;sen 3x

I =lx2 sen3x—jgxsen3xdx.
3 3

Aplicamos nuevamente el método de integraciéon por partes:

u= %x; dv = sen3xdx.

du= gdx; V= J'sen3xdx = 1j:%sen:%xdx = —Ecos3x
3 3 3
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J' gxsen3xdx:—gxcos3x+j gcossxdx=—gxcos3x+£j 3cos3xdx =
3 9 9 9 27
= —gx €0s3x +£sen3x

| = 152 senax L2y COS3X —isenSX +C
3 9 27

3.-Integra las siguientes funciones racionaIeS'

a).[22>(7+1dx; )J'

X°+X-6

0) jiiﬁ x: d) jx 14

2x6

Solucioén:
a) La primera es inmediata ya que el numerador es exactamente la derivada del denominador, por tanto,

_[ Xzzi(;iesdx: L‘x2+x—6‘+c

b) La segunda se resuelve buscando la derivada del denominador:
J. X1 4 1J. 2x=2 dx:;sz—Zx—6+C

x> —2x—6 = 29 x*-2x—6
c) Latercera la descomponemos en dos integraIeS'
1+2x
dx = dx+ dx=arctgx+L(1+x*)+C
-[ 1+x° -[ 1+x° -[ 1+x J ( )

d) La cuarta se resuelve realizando previamente la division. Y podemos realizarla por Ruffini
Hecha la division se obtiene de cociente x+1 y de resto 2

x?+1 X2
I dx= I(x+1+—)dx_—+x+2L\x 1+C
x—1 2
. . . o 2X+1
4.-Integra la siguiente funcion racional: I—j ————
X°—5X+6

Como no puede obtenerse en el numerador la derivada del denominador, utilizaremos el método de

descomposicion en fracciones simples, ya que el denominador tiene raices reales.

_ 5% /25 24 _5+1 _ 3
2 _{2
2X +1 _ 2x -1 _ A N B :A(x—2)+B(x—3)

-5x+6 (X-3)(x-2) x-3 x-2 (x =3)(x —2)

Como los numeradores son iguales los denominadores también lo seran:

2x+1=A(x-2)+B(x-3)

x?-5x+6=0= X

Parax=3, 7=A; Parax=2, 5=-B
(A x se le han dado los valores de las raices del denominador.).
Ahora procedemos de la siguiente manera:

= J‘ 2x+1

o jidxqidx 7L | x-3|-5L | x-2|
—5x+
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5.-Calcula por el método mas adecuado Ias siguientes integrales:

1 .
2) -[(x—l)zdx’ b) J‘3x 6x+5dX

a) La primera la resolvemos por un sencillo cambio de variable:
X—1=t=dx=dt

1 . 11
j(x_l) —I dt—jtzdt—_—l =

b) La segunda es una integral en la que el numerador puede transformarse en la derivada del denominor:

dx=1L3x2—6x+5 +C

x-1 1 6Xx—6
J x=5) 3 —exs5% 6

3x2-6Xx+5 6

6.-La funcion f(x)=2x+5 tiene infinitas primitivas que difieren en una constante. ¢Cual
de estas funciones toma el valor 18 para x=27?

I (2x+5).dx = x? +5x+C Como toma el valor 18 para x=2 resulta: 22 +5.2+C =18=C =4.

La funcion buscada es: F (x) =x 2 +5x +4

7.-Halla una funcion cuya derivada sea f (x) = 4x 2_7x2+5x -1 y que se anule para x=1.

3 2
Buscamos la integral indefinida de f(x) que es: j (4x° -7x* +5x-1).dx = x* —7;(+5)2(— x+C
_ .4 723 517
Como se anula para x=1 tenemos: 1 3 7_1+C 0 y se obtiene que C= - 1/6,
Por tanto, la funcion buscada esF (x ) = x —%+5XT—X —%

8.-Halla la funcién G tal que G"'(X)=6x+1; G(0)=1y G(1)=0

Nos dan la segunda derivada por lo que tenemos que integrar dos veces:
G'(X)= I(Gx +1)dx =3x* +x+C
G(x) =_[(3x2 +X+C)dx=x° +;x2 +Cx+D
De G(0)=1 resulta: D=1, (después de sustituir la x por 0.)
De G(1)=0 obtenemos: 1+1/2+C+1=0 ,(después de sustituir la x por 1) por lo que C =-5/2.

2

., N 1 5
La funcion que buscamos es la siguiente: G (x ) = x 3+ EX - EX +1

| 9.-Dada la funcion f(x)=6x halla la primitiva que pasa por el punto A(1,2).

Solucién: Hallamos la integral indefinida: IGxdx:3x2+C

que es el conjunto de todas sus primitivas.

Ahora buscamos la que pasa por el punto (1,2):

31+C =2 o que indica que C= -1, por tanto, la primitiva buscada es F (x) = 3x 2_1
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10.-Resolver la integral IsenS xdx

Solucién: Es impar en senx por lo que hacemos el cambio cosx=t
con lo que -senx.dx=dt. Entonces:
j sen® x.dx :I sen® x.sen x.dx:j sen’ x.sen” x.sen x.dx=
=[ (@—cos’ x)(L-cos x).senxdx = [ (1-t*)*(~dt) =
5 3 5
——j (1-2t2 +t4).dt_—(t—2L+t—)+c__t Y c-
3 3 5

2cos® X cox°x
=—CO0S X + - +C
3 5

.dx

I COSX

11.- Calcula por el método mas adecuado la siguiente integral: | = 1
—CO0SX

I:J' COSX X:J- cosx(1+cosx)

1-cosx (1—cosx)(L+cosx)
_.[ cosx(1+cosx) J- COSX + COS? xd B
1—cos’ X sen” x

:I COSX dx+I COSZde:j COSX dx+j 1—sen2de:

sen’ x senzx sen’ x sen’ x
COSX
:_[ > dx+I dx— jdx l, —ctgx+x + C
sen” x sen® x
: COSX
Resolvemos ahora la integral 1, =I dx haciendo el cambio senx=t ; cosxdx=dt y entonces

n? x

Il

=[ 2% dx= _jtzdt_l= 11

sen’ x -1 t  senx
12.-Resuelve la integral siguiente: | = 429d
+

La descomponemos en dos integrales. En la primera podemos buscar en el numerador la derivada del

denominador y en la segunda buscamos el arco tangente

_jx+49 —j dx—l +1,

1, =j = +49 fj dx L(x? +49)

gt L
x+49 /+4/9 49 1+%
Haciendo el cambio x/7=t resulta x= 7t y por tanto dx=7dt por Io que

3. 1 21 3
=— | —_7dt= dt— arct t =—arctg—
2 49I 1+t2 49I 1+ 9t =7 g
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. . . - (Lx)®
13.-Calcula por el método mas adecuado la integral siguiente: de
Lx =t
El método mas adecuado es el de sustitucion o cambio de variable: 1 dx = dt
J— X =
X
3 4 4
| (L) dx= | (Lx)3.1dx:J. eat=t vc= () (¢
X X 4
14.-Resuelva la integral I (x—1)e*dx por partes
U=yx—1 )| du=dx
dv=e*dx| V =_[ e‘dx=¢"
I (x—=De*dx=(x—-1)e" —j e*dx=(x-1e*-e*+C
15.-Resuelve la siguiente integral por partes: | = _[cosz xdx por 2 métodos
Método por partes:
U = COSX du=-senxdx , )
- | =I cosS xdx=I cosxcosxdx:senxcosx+'[ sen” xdx
dv = cosxdx v:j cosxdx=senx

I =senxcosx+[ (1—cos’ x)dx — | =senxcosx+ [ dx—| cos xdx —Volvemos a tener la misma:
I =senx cosx +x —1
2] =senx cosx +X
| _ SeNX COSX +X

+C
2
Método 2:
Descomponiendo en las relaciones trigonométricas: cos®x = 1-sinx 'y €0s2x = c0s?X —sin?x
J 2y d J1+c052xd Jld 4 1 x 1 sin2x+k
cos“xdx = | ————dx = | = dx Z_ .
2 2 2fcos2xdx=2 2 2
16.-Resuelve la siguiente integral por partes: I XL(1+ x)dx
1
du = ——dx
u=L@+x) 1+x
dv = xdx x?
)
2 2 2 X2
=2 L+ x- X—.idx=x—|_(1+x)—1j ——dx
2 2 1+x 2 2J 1+x

Dividiendo x? entre x+1 se obtiene x-1 de cociente y 1 de resto, por tanto:

2 2 2
I:X—L|1+x|—£J‘ (X-1+—)dx - |=X—L|1+x|—1[x——x+L|x+q]+c
2 2 x+1 2 2( 2
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- . . - senx+tgx
17.-Resuelve la siguiente integral trigonométrica: _[ SENXFIGX 4
COSX
senx+tgx senx senx
1= 9] dx+ [ dx=1, +1,
COSX COSX cos® X
La primera la ponemos de forma que el numerador sea la derivada del denominador:
senx 4 —senx |
J' _[ X =—L[cosx|
cosx COSX

Para la segunda hacemos un cambio de variable:
senx
I, :_[ dx

cos® x
COSX=t ; -senxdx=dt
_ -1
l, zj EZ_J. t2dt = — L zlzi
t? -1) t cosx
18.-Resuelve la siguiente integral: J %dx
X°—2x+3

Las raices del denominador son imaginarias. En este caso se procede de la siguiente manera:
x> —2x+3=(x—-a)? + B; esdecir, x* —2x+3=x* —2ax+a’ +
Identificando coeficientes se obtiene: a=1; B=2.

8
8 dx=J 8 dx=J. A dx=I 4 dx

X2 —2x+3 (x=1?%+2 (x—1)2 (X_ljz
e Rl B
2 J2

Entonces resulta; j

Si hacemos el cambio XT_l =t se obtiene que dx =+/2dt y llevandolo a la integral planteada,

2

I%dx: \/_dt_4\/_arctgt_4\/_arctg—+c
x? —2x+3 t?+1 V2

dx

19.-Resuelve la siguiente integral: I _—
X(x-1)2

Estamos en el caso en que el denominador tiene raices multiples. Las descomposicion tenemos que

hacerla de la siguiente forma:
1 A B C

x(x-D2  x  x-1 (x-1)?

DS)

(Si la raiz maltiple fuese de orden 3, llegariamos con las fracciones hasta D
X_

1 A(x-1)%+Bx(x-1)+Cx
x(x—1)? x(x—1)2
Igualando numeradores: 1= A(x—-1)? + Bx(x—1)+Cx.

(donde hemos realizado la suma indicada)

Para calcular los valores de A, B 'y C damos a x los valores de 0, 1 y otro valor cualquiera: 2
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De ese modo obtenemos A=1, B=—1y C=1.

Entonces:
1 1 1 1
— = —dx=| =dx-| —dx dx =L|x - L|x— x—1)"2dx =
.[x(x—l)z IX .[x—l +I (x—1)? || | ]HJ.( )
-2+1 x—1

Pag. 15

20.-Resuelve la siguiente integral: | =I V25 — x % dx

El cambio a realizar en este tipo de integrales es x =5sent
dx = 5cos t.dt; V25 x2 = \/25 —(5sent)? = \/25(1—sen2 t) =5cost

Entonces: | :I 5005t.5cost.dt:25.[ cos? tdt. (*)
Hacemos 1, =j cos” tdt y la resolvemos por partes:
cost =u; cost.dt =dv; —-sentdt=du; v= jcost.dt =sent

I1=sent.cost+j senzt.dtzsent.cost+j (1—c052t)dt=sent.cost+J dt—j cos? t.dt

. sent.cost+t
Es decir, I, =set.cost+t—1,; y por tanto, I, ==

Resultado que llevado a (*) nosda | = %(sent.costﬂ) . Si deshacemos el cambio de variable:

X L 2 ) 25— x?
sentzg; y de la relacion sen“ t+cos“t =1, saleque cost=——

Finalmente queda: | =%x\/25—x2 +2?5arcsen§+c

21.-Resuelve la siguiente integral: 1= [ x-vVx+5dx

Para eliminar la raiz, hacemos el cambio: x+5=t* —» x=t*-5 — dx = 2t
5 3
I= [(t2—5)- VEZ-2tdt = [(t? = 5)t-2tdt = [(2t* —10t2)dt = == — ——+k

3
2{/(x+5)° 10/ (x+5)3 +k
5 3

Luego deshacemos el cambio: | =

22.-Resuelve la siguiente integral: 1= [v1 — x2 dx

Cambio trigonométrico: sin%a + cos?o.=1 — 1 - sina = cos?a = x = sina — dx = cosa-da

I=[V1—-sin?a-cosada= [Vcos?a-cosada = fcoszada:%+5in2a+k (ver ejer. 15)

4
arcsinx sin(2 arcsinx)

4

Deshaciendo el cambio: | = +k
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EJERCICIOS PROPUESTOS.

1.- Resolver la integral: | =I dx

sen x
(Indicacion: Multiplica y divide por senx) Sol : —% L(cos x +1) +% Ljcosx-1/+C

dx
1+senx

2.- Resuelve | =J
(Indicacion: multiplica y divide por el conjugado del denominador) Sol : tg x—%+c
X

3.- Halla el valor de la siguiente integral: | =

a
——0X
J‘ [a2 _x2

X
Sol. Buscando el arco seno resulta: | =a.arcsen— +C
a

4.- Resuelve la integral siguiente:

1
| = j S S
VX+2+3/x+2
Sol: Se hace el cambio x+2 =t™emndie) _ & y se obtiene
| =2x+2-3Ux+ 2+ 68x+2 -6LfL+¥/x+2|+C

5.- Resuelve: | =I ;dx
V7 +6x—x?

Sol: Eliminamos el término en x haciendo el cambio x=t-b/2 . Después buscamos el arco

seno y se obtiene | = arcsenXT_?’+C
\/Zl_dx=L‘x+\/x2—a+C‘
x* —a

Sol: Hagase el cambio vx? —a =t—x

6.- Demostrar que j

7.- Comprueba que j

dx=2L‘x+\/x2+4+C‘

X2 +4

8.- Resuelve: I - Sol. farctgj

x2 +8x+20 2 2
9.- Utilizando el cambio de variable eX = t, calcuIaISde

e+
Sol. e* —4L(e" +1)

. ) 1 2

10.- Calcula la siguiente integral: | = _fmdx
SeNn X CcosX

(Indicacién: Sustituye el 1 por sen’X +cos’ X, después la descompones en suma de dos integrales y cada una
de ellas se resuelve por cambio de variable)

Sol. — 2L(cosx) + L(senx)
dx Sol. I =L(e")-L(e*+])+C

11.- Resuelve: | :j 1
e* +




OFIMEGA INTEGRALES Pag. 17

INTEGRAL DEFINIDA - CALCULO DE AREAS

= Interpretacion geométrica: f;f(x)dx es el area de la regién limitada por las rectas x =a, x = b, y = 0 (eje de
abscisa) y la gréfica de la funcion f(x).
= Teorema del valor medio: f;f(x)dx = (b - a)- f(c)
= Regla de Barrow: (integral definida): f;f(x)dx =F(b) - F(a)
= Calculo de areas:
C Para una funcion con OX: Comprobar si hay corte con OX entre los intervalos de integracion dados

C Para una funcion que corta a OX: Buscar los puntos de corte con OX para usarlos como intevalos
C Para dos funciones que se cortan: Integrar la resta de las funciones entre los puntos de corte

0. - Calcular la i | X dx
.- acuaralntegra L X2—l
Solucién:
X X A N B AX+1)+B(x-1)
221 (x-D(x+1D) x-1 x+1 (x =1)(x +1)
Xx=AX+1)+B(x-1)
Parax:-l,B:1 : Parale,A:1
2 2
1 1
2 2 _
Ix—ldx I dx+_|. dx——L\ ﬂ+ Lx+1=
=L (VX =1.4/x +1)
Por tanto,

J oax=lerxan)=LB- L

1.- Calcular el area de la region limitada por la gréafica de la funcion y = x3 - 3x2 - x + 3,

las rectas x =-2, x =2 y el eje OX

1°- Resolver la ecuacion: y = x3 - 3x2 - x + 3 = 0 ( para calcular las abscisa de los puntos de corte de la gréafica
de f con el gje OX); x1 = -1, x2 = 1 y x3 = 3, este ultimo fuera del intervalo [-2, 2], con lo que no se tiene en
cuenta.

2°- Calcular la suma de los valores absolutos de las integrales definidas:

2 x* o
3 _ _ 3 _
) (x -3x2-x+ 3)dx‘ = [—4 X —2 + SX}

E(x3 -3x2-x+ 3)dx +

-11()(3 -3x2-x+ 3)dx +

+ 4] +

x* NG ! x* NG ? 25
+{——x3——+3x} +{——x3——+3x} = -2
1

4 2 4 2 ) 4

| =12u2.
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2.-Calcula el area del recinto limitado por la pardbola y=x2 y las rectas y=0, x=2, x=6.

Solucién:
Larecta y=0 es el gje x.

El area del recinto limitado por una funcion f(x), el eje x y la rectas x=a, x=b, viene dada por el valor absoluto de

b
la integral | = I f (X)dx siempre que la funcion f(x) no corte al eje x en ningtn punto interior del intervalo [a,b]
a

I :Exzdx:
{XT 6° 2° 208

3

, 3 3 3
208| _ 208 ,

Area=

3.- Calcula el area limitada por la curva y = x3 — 6x2 + 8x y el eje X

Calculamos los puntos de corte de la curva con el eje x :

3 2 2 x=0

X"—6x"+8x =0 —» (X" -6x+8)x=0=>1 ,
X"—6x+8=0=>x=2;x=4

Los puntos de corte obtenidos son 0, 2y 4, por tanto el area pedida se halla resolviendo las integrales:

I1= Lz (x* —6x° +8x)dx

lo= Jj (x* —6x* +8x)dx

'R
x* i
|1:|:4_2X3+4X2:| =4:

0

4 4
|2:{2—2x3+4x2} =—4; Area=4 |+ -4 | =8 u2

2

4.- Calcula el area del recinto limitado por la parabola de ecuacion y = 9 —x? y el eje de abscisas.

Determinamos los puntos de corte de la curva con el gje x: 9-x>=0" x=3; x=-3
3

3 2 X 3
|=J:3(9_x )dx = 9X—§ =(27-9)—(-27+9)=36 ; Area=[36|=36 u2
-3
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5.-Calcula el area del recinto limitado por la pardbola y = 4x - x2y el eje de abscisas en
el intervalo [0,6]

Comprobamos si hay puntos de corte dentro del intervalo [0,6].
Ix-x>=0" x(4-x)=0" x=0; x=4
—— Como hay un punto de corte dentro del intervalo [0,6] que es x = 4, las
integrales a plantear son:
{10 v 4 ) X3 *
— — 2 e P —
. Il_jo (4x—x )dx_{Zx 31
J |l=32_%=96—64=g
3 3 3
3 6
6 X 32 56
L= 4x=x*)dx" 1,=|2x*-"—| =(64-72)-"—=-""
.= |, (4x=x7) { 31( ) -5 =3
Area= 32 +‘—5—6 =@; Area =§u2
3 3 3

6.- Halla el area comprendida entre las parabolasy =8 —x?; y = x2

Buscamos los puntos de corte de las dos curvas: 8—X 2=x?=2x*=8=x = i\/z =12
Los limites de integracion son: -2y 2
La funcién a integrar es la diferencia de las dos funciones: 8—Xx? —x* =8-2x2,

372
por tanto, |:J‘_22(8—2X2)dX={8X—2;(}
-2

16 -16 32 64
| =(16-—)-(-16—-—)=32—-—=— ; Area:%
3 3 3 3

u? :%uz
3

7.-Halla el area comprendida entre las curvas y=6x—x2 ; y=x2—2x

3 Igualamos ambas curvas para encontrar los puntos de interseccion:
y=x -Zx 6X —x2=x2-2x =2x*-8x =0
2X(x —4)=0=>x=0;, x=4
Funcion a integrar:

(x?—2x)—(6x —x?) =2x*—8x

3 4
I :J.:(sz —8x)dx:{2;(—4x2} -

0

128-192 64
3 3 3 3
8.-Area del recinto limitado por la parabola y=3x-x2 y la recta y=x-3
Solucién:
Limites de integracion: 3X —X° =X —3=>x°-2x —-3=0
Resolviendo la ecuacion se obtiene x=3; x=-1
3 3

3 X 32
Funcion a integrar: | =I (x* =2x-3)dx=| = —x*-3x| =-""; Area= _32 = gu2

- 3 L 3 3
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9.-Halla el area del recinto limitado por la parabola de ecuacion y=x2 , la recta de ecuacion y=x+2 y

el eje OX.
Limites de integracion:
Son los puntos de corte de la parabola y la recta:
X?=X+2=>x?—-x-2=0
X = 1+-/9 _ 1£3 _ {2
2 2 -1
] > Funcién a integrar: X +2—X 2 (Diferencia de las dos funciones)

) 2 372
resolver la integral: I=J.1(x+2—x2)dx={xz+2x—x} =g ; Area= 9u
-1

9
==u
3 2 2

10.-Calcula el area limitada por la parabola de ecuacion y=2(1-x?)y la recta de ecuaciéon y =0

- e
U 2%

T

Como la curva es simétrica respecto al eje de ordenadas, podemos

3
integrarentre 0 y \/; y multiplicar el resultado por 2.

Limites de integracion:  2(1-x?)=-1=3=2x>=x = i\/g

Funcion a integrar: 2(1—x %) —(=1) = 3—2x?

3 3
| = IO\E(B— 2x%)dx {3)(_2)(

\E

2

_ 23 g Area:4\/§u2
3 | 2 2

11.-Calcula el area del recinto limitado por la curva de ecuacion Yy = 2Jx y larecta y = x.

Limites de integracion:
2UX =X =4x =x2 =x2—4x =0
X(x-4)=0=x=0;, x=4

Funcion a integrar: 24/x =X

3 21| 3

1 3 274
| Zr(Zx&—X)der(Zx?—x)dx: 4JX7_X7 _8 ; Area=§u2
0 0 0 3
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12.-Halla el &rea limitada por las graficas de las funciones y=Lx, y=1y los ejes de coordenadas.

Observando el dibujo, el area pedida sera la diferencia entre las
e e
integrales J.O 1dx vy L Lx.dx

|, = jjl.dx =[x[ =e
I, = Le Lxdx = [XLX - X]f =(e—e)—(0-1) =1 (por partes):

Area=l, — 1, = e — 1u2

v

13.- Halla el area limitada por la parabolay = x*, la recta de ecuaciéon y=—-x+2 y el eje OX

2 Punto de corte de la parabola y el eje OX:
y=x x2=0=>x=0
P Y=+ Punto de corte de la recta y el eje =OX:
i X +2=0=>x =2
0 Punto de corte de la parébola y la recta:
x2=-x+2=>x%+x-2=0 g x=_1ijl+78:_12i3:{12

La solucién x = -2 esta fuera del eje OX, por tanto, sélo hemos de considerar el valor x =1

Observando el dibujo, hemos de resolver las integrales siguientes:
1 1

I N S G 1, |1
|1—LX dx_g, IZ_L(_X+2)dX_§’ Area_‘§+ 5

1‘=§u2

|14.- Halla el area limitada por la funcién y= senx , en el primer periodo (entre 0y 27)

¥
1 Comprobamos si hay puntos de corte dentro del intervalo.

Como se anula en: sen = 0 integramos entre [0,x] y entre [r, 2x]:

2 2
Js "sen xdx = fon sen x dx + fnnsen x dx = [—cosx]§ + [—cosx]2"
w: 7 Iz n ] ]
Como el recinto esta compuesto por dos areas IgualeS:

-4 A= 2.[—cosx]f=2]|-cosm+cos0|=2(1+1) =4 u?
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CALCULO DEL VOLUMEN DE UN CUERPO

Que se genera al girar la gréfica de la funcién y = f(x) entre los puntos de abscisas a y b alrededor de un eje:

b
Alrededor del eje de abscisas: v:n.[fz(x)dx.
a

Para calcular el volumen del cuerpo que se genera al girar la grafica de la funcion y = x /X + 1, entre los

puntos de corte con el eje OX, alrededor de este eje, calculamos la integral definida:

0 2
V= njl(x 1+ X) dX (x =-1yx =0 son las soluciones de la ecuacién x+/ X+ 1 = 0, abscisas de los puntos

de corte de la grafica de f con el eje OX).
0 2 x> x*° ( 1 1) n
V:TCJ._l(X 1+X) dx :Tc|:?+7}_1= 0- _§+Z :Eus_

b
Alrededor del eje de ordenadas: |V = ZnIf(X) -X-dX.
a

f-3-2-1) Ejemplo: para calcular el volumen del cuerpo que se genera al girar la gréafica de la funcién y = x

X+ 1, entre los puntos de corte con el eje OX, alrededor del eje de ordenadas, calculamos la integral

definida:
V =2n _[ jx(x 1+ x)dx =2n Ij x2/1+ xdX.

Aplicando el cambio de variable 1 + x =12, se tiene: x = t2 - 1, dx = 2tdt; y los limites de integracién:
six=-1,t=0y
six=0,t=1.
1
1 1 2t 4t® 2t® 32
v=zn [ (12-12-t-2tdt = 2x [ (2t° - 4t* +2t7 ot = 27{ ——+ =S

7 5 3 105

0




